
Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.
Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò
f(x), ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò è f(−x) è f(−x) = f(x). Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ
íå÷åòíîé, åñëè èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò f(x), ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò è f(−x) è
f(−x) = −f(x).

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî T 6= 0, ÷òî f(x + T ) = f(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ. Íàèìåíüøåå èç ÷èñåë T > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ
(îñíîâíûì) ïåðèîäîì ôóíêöèè f(x).

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà:

1) Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ xm = x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
m ðàç

. Ôóíêöèÿ f(x) = xm íåïðåðûâíà íà

ïðîìåæóòêå R+ = [0,+∞), òàê êàê

lim
x→a

xm = (lim
x→a

x) · · · · · (lim
x→a

x)︸ ︷︷ ︸
m ðàç

= a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
m ðàç

= am,

è âîçðàñòàåò íà R+, ïîñêîëüêó ïðè 0 6 x1 < x2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
xm2 − xm1 = (x2 − x1)(xm−12 + xm−22 · x1 + · · ·+ xm−11 ) > 0.

2) Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(x) = x1/m, êîòîðàÿ òàêæå
íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò íà R+.

3) Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ x−m =
1

x
· 1
x
· · · · · 1

x︸ ︷︷ ︸
m ðàç

. Ôóíêöèÿ f(x) = x−m íåïðåðûâíà íà

ïðîìåæóòêå (0,+∞), òàê êàê lim
x→a

1

xm
=

1

lim
x→a

xm
=

1

am
, è óáûâàåò íà (0,+∞), ïîñêîëüêó

ïðè 0 < x1 < x2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
1

xm1
− 1

xm2
=
xm2 − xm1
xm1 · xm2

> 0.

4) Ïóñòü x > 0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, m � íàòóðàëüíîå, n � öåëîå.
Îáîçíà÷èì y = x1/m, z = (xn)1/m. Òîãäà

ym = x⇒ ymn = xn = zm ⇒ (yn)m = zm ⇒ yn = z.

Çíà÷èò, (x1/m)n = (xn)1/m. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ x
n
m = (x1/m)n = (xn)1/m.

Ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: r =
a

b
, r1 =

a1
b1
, ãäå a, a1 � öåëûå ÷èñëà, b, b1 � íàòóðàëüíûå;

d = x
1

bb1 , x > 0 � âåùåñòâåííîå.
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1. xr · xr1 = xr+r1 , òàê êàê

xr · xr1 = x
ab1
bb1 · x

a1b
b1b = dab1 · ba1b = dab1+a1b = x

ab1+a1b
bb1 = xr+r1 .

2. (xr)r1 = xrr1 , òàê êàê

(xr)r1 =
(
x

ab1
bb1

)a1
b1

=
(
dab1
)a1

b1 =
((
dab1
) 1

b1

)a1
= (da)a1 = daa1 = x

aa1
bb1 = xrr1 .

3. Åñëè x > 1, r > r1, òî x
r > xr1 , òàê êàê

d > 1, ab1 > a1b⇒ dab1 > da1b ⇒ x
ab1
bb1 > x

a1b
b1b ⇒ xr > xr1 .

5) Ïîëîæèì x = e. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà(
1 +

1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n

)n+1

, òî

à) 1 +
1

n
< e

1
n ∀n ∈ N;

á) e
1

n+1 < 1 +
1

n
=

1

1− 1/(n+ 1)
, ñëåäîâàòåëüíî, e−

1
n+1 > 1 − 1

n+ 1
. Îáîçíà÷èì

−(n + 1) = k, ïîëó÷èì, ÷òî e
1
k > 1 +

1

k
, ãäå k = −1,−2,−3, . . . (ïðè k = −1 ïîëó÷àåì

e−1 > 0 = 1 +
1

−1
� î÷åâèäíî).

Èç ïóíêòîâ à), á) ñëåäóåò, ÷òî

e
1
n > 1 +

1

n
∀n ∈ Z, n 6= 0. (1)

Ïóñòü òåïåðü r =
m

n
, ãäå m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè 0, à n � öåëîå, íå ðàâíîå 0. Òîãäà

er =
(
e

1
n

)m
>

(
1 +

1

n

)m
> 1 +

m

n
= 1 + r.

Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ìû âîñïîëüçîâàëèñü îöåíêîé (1) è íåðàâåíñòâîì
Áåðíóëëè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 0 < r < 1, òîãäà e−r > 1 − r, ñëåäîâàòåëüíî,

er <
1

1− r
= 1 +

r

1− r
, òî åñòü

er < 1 +
r

1− r
∀r ∈ Q, 0 < r < 1. (2)

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ eα äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîêàçàòåëÿ α ∈ R.
Ïóñòü M1 = {er | r 6 α, r ∈ Q}, M2 = {er | r > α, r ∈ Q}. Òîãäà ìíîæåñòâî M1 íå ïóñòî è
îãðàíè÷åíî ñâåðõó (íàïðèìåð, ÷èñëîì e[α]+1); ìíîæåñòâî M2 òàêæå íå ïóñòî è îãðàíè÷åíî
ñíèçó (íàïðèìåð, ÷èñëîì e[α]). Îáîçíà÷èì γ1 = supM1, γ2 = infM2.

Åñëè íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r > α, òî er > γ1 (òàê êàê e
r � êàêàÿ-òî èç âåðõíèõ

ãðàíåé ìíîæåñòâà M1, γ1 � åãî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü). Çíà÷èò, ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
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M2 áîëüøå èëè ðàâåí ÷èñëà γ1, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà
γ2 > γ1. Ïîêàæåì, ÷òî γ1 = γ2.Âûáåðåì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî δ, 0 < δ < 1. Òîãäà íàéäóòñÿ
òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà r1, r2, ÷òî [α] 6 r1 6 α 6 r2 6 [α] + 1, r2 − r1 < δ (ñâîéñòâà
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Çíà÷èò,

e[α] 6 er1 6 γ1 6 γ2 6 er2 6 e[α]+1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

0 6 γ2−γ1 6 er2−er1 = er1
(
er2−r1 − 1

)
6 e[α]+1

(
er2−r1 − 1

)
6 e[α]+1 r2 − r1

1− (r2 − r1)
< e[α]+1 δ

1− δ
(3)

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì (2)).

Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíî. Ïîëîæèì δ =
ε

ε+ e[α]+1
. Òîãäà 0 < δ < 1 è èç (3) ñëåäóåò,

÷òî 0 6 γ2 − γ1 < ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî γ1 = γ2.

Îáîçíà÷èì γ = γ1 = γ2 è ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ eα = γ. Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè α =
m

n
� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî supM1 = infM2 = e

m
n , òî åñòü íàøå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî

(ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì ðàíåå îïðåäåëåíèåì ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì).

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûì ïîêàçàòåëåì:

à) åñëè α < β, òî eα < eβ. Ïîêàæåì ýòî. Èç ñâîéñòâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìû çíàåì,
÷òî åñëè α < β, òî íàéäóòñÿ òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà r1, r2, ÷òî α < r1 < r2 < β è,
ñëåäîâàòåëüíî, eα 6 er1 < er2 6 eβ (ñòðîãîå íåðàâåíñòâî çäåñü ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì, íåñòðîãèå � èç îïðåäåëåíèÿ eα è eβ).

á) Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α è β ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: eα · eβ = eα+β. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü ε � ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì δ =
ε

ε+ e[α]+[β]+2
. Òî-

ãäà 0 < δ < 1 è íàéäóòñÿ òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà r′1, r
′
2, r

′′
1 , r

′′
2 , ÷òî r

′
1 < α < r′′1 < [α]+1,

r′′1 − r′1 <
δ

2
; r′2 < β < r′′2 < [β] + 1, r′′2 − r′2 <

δ

2
. Îáîçíà÷èì r′ = r′1 + r′2, r

′′ = r′′1 + r′′2 . Òîãäà

r′ < α+ β < r′′, r′′ − r′ < δ, ïðè÷åì r′′ < [α] + [β] + 2. Îòñþäà

er
′
< eα+β < er

′′
< e[α]+[β]+2

è
er

′
= er

′
1+r

′
2 = er

′
1 · er′2 < eα · eβ < er

′′
1 · er′′2 = er

′′
1+r

′′
2 = er

′′
.

Çíà÷èò,

|eα+β − eα · eβ| < er
′′ − er′ = er

′
(
er

′′−r′ − 1
)
< e[α]+[β]+2

(
er

′′−r′ − 1
)
< e[α]+[β]+2

(
δ

1− δ

)
= ε

(çäåñü ìû îïÿòü âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì (2)). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε
ïîëó÷àåì, ÷òî eα+β = eα · eβ.

â) Ïóñòü α0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ ÷èñåë α ∈ Bδ(α0) áóäåò âûïîëíåíî:

|eα − eα0| < ε. Ïðîâåðèì ýòî. Ïîëîæèì δ =
ε

2(ε+ e[α0]+2)
; òîãäà 0 < δ < 1. Ïóñòü α �
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âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî 0 < α−α0 < δ. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
r1, r2, ÷òî r1 < α0 < α < r2 < [α0] + 2, r2 − r1 < 2δ. Òîãäà

er1 < eα0 < eα < er2 < e[α0]+2,

ñëåäîâàòåëüíî,

0 < eα − eα0 < er2 − er1 = er1
(
er2−r1 − 1

)
< e[α0]+2

(
er2−r1 − 1

)
< e[α0]+2 2δ

1− 2δ
= ε

(ñíîâà âîñïîëüçîâàëèñü îöåíêîé (2)). Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðî-
âåñòè äëÿ ñëó÷àÿ 0 < α0 − α < δ.

Ïîäûòîæèì äîêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà:

Òåîðåìà 1. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) = ex îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü;

2) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

3) ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

4) lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→+∞

ex = +∞;

5) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � ïðîìåæóòîê (0,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè ñ ïðîèçâîëüíûì
âåùåñòâåííûì ïîêàçàòåëåì è èç ñâîéñòâà à); óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2) � èç ñâîéñòâà à);
óòâåðæäåíèå ïóíêòà 3) � èç ñâîéñòâà â).

Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå ïóíêòà 4). Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; x �
âåùåñòâåííîå ÷èñëî; x > n. Òîãäà

ex > en = (1 + e− 1)n > 1 + n(e− 1)

(ïðèìåíèëè íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè). Òàê êàê lim
n→+∞

(1 + n(e − 1)) = +∞, òî, ïåðåõîäÿ ê

íåðàâåíñòâó â ïðåäåëå, ïîëó÷àåì, ÷òî lim
x→+∞

ex = +∞. Ïóñòü òåïåðü n � ïðîèçâîëüíîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî; x � âåùåñòâåííîå ÷èñëî; x < −n. Òîãäà

0 < ex < e−n =
1

en
=

1

(1 + e− 1)n
6

1

1 + n(e− 1)
.

Ïîñêîëüêó lim
n→+∞

1

1 + n(e− 1)
= 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî lim

x→−∞
ex = 0.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà 5). Ïóñòü y > 0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Òàê êàê lim

x→+∞
ex = +∞, òî íàéäåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî b, ÷òî eb > y. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïîñêîëüêó lim
x→−∞

ex = 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a, ÷òî 0 < ea < y.

Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ex � íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ íà ñåãìåíòå [a, b]ôóíêöèÿ, çíà÷èò,
îíà ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó ea è eb. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
âåùåñòâåííîå ÷èñëî c òàêîå, ÷òî ec = y. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïîëîæèòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ y çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè ex ÿâëÿåòñÿ âåñü ïðîìåæóòîê
(0,+∞).
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Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

1) Ôóíêöèÿ y = ln x � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = ey. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè ey è òåîðåìû
îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî îíà âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå (0,+∞).

2) Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà y ïîëîæèì ïî îïðåäå-
ëåíèþ ay = ey ln a. Òîãäà ôóíêöèÿ x = ay îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè; íåïðåðûâíà
(êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé); âîçðàñòàåò ïðè a > 1, óáûâàåò ïðè 0 < a < 1
(ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî).

3) Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) = loga x � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = ay. Èç
ñâîéñòâ ôóíêöèè ay è òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè � ïðîìåæóòîê (0,+∞); ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � âñÿ ÷èñëîâàÿ
îñü; ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; âîçðàñòàåò ïðè a > 1, óáûâàåò ïðè
0 < a < 1.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, α 6= 0. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

y = f(x) = xα = eα lnx. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ïðîìåæóòîê (0,+∞); ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
� ïðîìåæóòîê (0,+∞); íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé); âîçðàñòàåò ïðè α > 0, óáûâàåò ïðè α < 0 (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî).

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ê òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì îòíîñÿòñÿ ôóíêöèè y = sin x, y = cos x, y = tg x,
y = ctg x. Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé èçâåñòíû èç øêîëüíîé ïðî-
ãðàììû. Õîòÿ òàêèå îïðåäåëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííî ñòðîãèìè, ïîñêîëüêó îïèðàþòñÿ
íà ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü
ñòðîãî, ñêàæåì, ôóíêöèþ sinx, íóæíû ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ðÿäîâ èëè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûìè ìû ïîêà íå îáëàäàåì. Âïðî÷åì, èçâåñòíûõ íàì îïðåäåëåíèé áóäåò
ïîêà âïîëíå äîñòàòî÷íî. Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (áåç
äîêàçàòåëüñòâà).

Ôóíêöèÿ y = sinx îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � îòðåçîê

[−1, 1]; ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2πn; âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ
[
−π
2
+ 2πn,

π

2
+ 2πn

]
,

óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ

[
π

2
+ 2πn,

3π

2
+ 2πn

]
, n ∈ Z; íå÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ y = cosx îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � îòðåçîê
[−1, 1]; ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2πn; âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ [π + 2πn, 2π + 2πn],
óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ [2πn, π + 2πn], n ∈ Z; ÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ y = tg x =
sinx

cosx
îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê

π

2
+ πn, n ∈ Z; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì πn;

âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ
(
−π
2
+ πn,

π

2
+ πn

)
, n ∈ Z; íå÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ y = ctg x =
cosx

sinx
îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê πn,

n ∈ Z; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì πn; óáûâàåò íà
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ïðîìåæóòêàõ (πn, π + πn), n ∈ Z; íå÷åòíàÿ.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êàæäàÿ èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

íà îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = sinx.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî | sinx| 6 |x|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì, îïèðàÿñü íà ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ.

Ïðè x = 0 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïóñòü 0 < |x| < π

2
. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü åäèíè÷-

íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò � òî÷êå O. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
îêðóæíîñòè è îñè Ox; òî÷êà A ïðèíàäëåæèò ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè è ëåæèò íà
îêðóæíîñòè òàê, ÷òî ∠AOX = x; òî÷êà B ïðèíàäëåæèò ÷åòâåðòîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè
è ëåæèò íà îêðóæíîñòè òàê, ÷òî ∠AOX = ∠BOX. Òîãäà äóãà îêðóæíîñòè AB èìååò äëè-
íó 2x; äëèíà îòðåçêà AB ðàâíà 2 sinx. Òàê êàê äëèíà õîðäû îêðóæíîñòè íå ïðåâîñõîäèò

äëèíû ñîîòâåòñòâóþùåé äóãè, òî ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî â ñëó÷àå 0 < |x| < π

2
âûïîëíåíî:

| sinx| 6 |x|.
Åñëè |x| >

π

2
, òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

| sinx| 6 1 <
π

2
6 |x|.

Âûáåðåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 íà ÷èñëîâîé îñè. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
âåùåñòâåííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå δ = ε, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Bδ(x0) âûïîëíåíî:

| sinx− sinx0| = 2

∣∣∣∣cos x+ x0
2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin x− x02

∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣x− x02

∣∣∣∣ < 2 · δ
2
= ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ y = sinx íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè y = cosx íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íûõ ðàñ-
ñóæäåíèé è öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

| cosx− cosx0| = 2

∣∣∣∣sin x+ x0
2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin x− x02

∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣x− x02

∣∣∣∣ < 2 · δ
2
= ε.

Ôóíêöèè y = tg x è y = ctg x íåïðåðûâíû íà îáëàñòÿõ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ êàê ÷àñòíîå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ àðêñèíóñ: y = f(x) = arcsinx � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = sin y íà ñåãìåíòå[
−π
2
,
π

2

]
; îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ñåãìåíò [−1, 1]; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � ñåãìåíò

[
−π
2
,
π

2

]
;

âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè);
íå÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ àðêêîñèíóñ: y = f(x) = arccosx � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = cos y íà ñåãìåíòå
[0, π]; îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ñåãìåíò [−1, 1]; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � ñåãìåíò [0, π]; óáûâàåò
è íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè).

Ôóíêöèÿ àðêòàíãåíñ: y = f(x) = arctg x � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = tg y íà èíòåðâà-

ëå
(
−π
2
,
π

2

)
; îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � èíòåðâàë

6



(
−π
2
,
π

2

)
; âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíê-

öèè); íå÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ àðêêîòàíãåíñ: y = f(x) = arcctg x � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = ctg y íà èí-
òåðâàëå (0, π); îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � èíòåðâàë
(0, π); óáûâàåò è íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè).

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèè: C (ïîñòîÿííàÿ), ax, loga x, x
α, sinx, cosx, tg x, ctg x, arcsinx,

arccosx, arctg x, arcctg x íàçûâàþòñÿ ïðîñòåéøèìè ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ ñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = sh x =
ex − e−x

2
. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñÿ

÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; âîçðàñòàåò íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = chx =
ex + e−x

2
. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �

âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � ïðîìåæóòîê [1,+∞); óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå
(−∞, 0], âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0,+∞); íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; ÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ òàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = th x =
shx

chx
=

ex − e−x

ex + e−x
. Îáëàñòü îïðåäåëå-

íèÿ � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � èíòåðâàë (−1, 1); âîçðàñòàåò íà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ; íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ êîòàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = cthx =
chx

shx
=
ex + e−x

ex − e−x
. Îáëàñòü îïðåäåëå-

íèÿ � ìíîæåñòâî (−∞, 0) ∪ (0,+∞); ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � (−∞,−1) ∪ (1,+∞); óáûâàåò
íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0), âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå (0,+∞); íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ; íå÷åòíàÿ.

Íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (ïðîâå-
ðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî):

ch2 x− sh2 x = 1 ∀x ∈ R; 1− th2 x =
1

ch2 x
; cth2 x− 1 =

1

sh2 x
;

sh 2x = 2 sh x chx; ch 2x = ch2 x+ sh2 x;

sh(x± y) = sh x ch y ± sh y chx; ch(x± y) = chx ch y ± shx sh y.

Îáðàòíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ àðåà-ñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = arshx = ln(x +
√
x2 + 1) � îáðàòíàÿ ê

ôóíêöèè x = sh y. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � âñÿ
÷èñëîâàÿ îñü; âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ àðåà-êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = archx = ln(x +
√
x2 − 1) � îáðàòíàÿ ê

ôóíêöèè x = ch y íà ïðîìåæóòêå [0,+∞). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ïðîìåæóòîê [1,+∞);
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � ïðîìåæóòîê [0,+∞); âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ.
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Ôóíêöèÿ àðåà-òàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = arthx =
1

2
ln

1 + x

1− x
� îáðàòíàÿ ê ôóíê-

öèè x = th y. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � èíòåðâàë (−1, 1); ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � âñÿ ÷èñëîâàÿ
îñü; âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷åòíàÿ.

Ôóíêöèÿ àðåà-êîòàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = arcth x =
1

2
ln
x+ 1

x− 1
� îáðàòíàÿ ê

ôóíêöèè x = cth y. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ìíîæåñòâî (−∞,−1) ∪ (1,+∞); ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé � (−∞, 0)∪ (0,+∞); óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ (−∞,−1) è (1,+∞); íåïðåðûâíà
íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷åòíàÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïðîñòåéøèõ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé ïóòåì ïðèìåíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è îïåðàöèè êîìïîçèöèè â
êîíå÷íîì ÷èñëå, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè è òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè ñðàçó ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.

Äîêàæåì äâà ïîëåçíûõ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 3. (Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî lim
x→0+0

sinx

x
= 1. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü åäè-

íè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò � òî÷êå O. Ïóñòü A � òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ îñüþ Ox; òî÷êà B ïðèíàäëåæèò ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè è
ëåæèò íà îêðóæíîñòè òàê, ÷òî ∠AOB = x; òî÷êà C ëåæèò íà ëó÷å OB òàê, ÷òî CA⊥OA.
Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AOB ðàâíà

1

2
sinx; ïëîùàäü ñåêòîðà AOB ðàâíà

1

2
x; ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà AOC ðàâíà
1

2
tg x. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî

sinx 6 x 6 tg x, ñëåäîâàòåëüíî, 1 6
x

sinx
6

1

cosx
. Îòñþäà ïîëó÷àåì äâîéíîå íåðàâåíñòâî

cosx 6
sinx

x
6 1.

Òàê êàê êðàéíÿÿ ëåâàÿ è êðàéíÿÿ ïðàâàÿ ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìÿòñÿ ê

åäèíèöå ïðè x→ 0 + 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî lim
x→0+0

sinx

x
= 1.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé:

lim
x→0−0

sinx

x
= lim

t→0+0

sin(−t)
−t

= lim
t→0+0

sin t

t
= 1.
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Òåîðåìà 4. (Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).

lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

x→0
(1 + x)1/x = e.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; xn → +∞
ïðè n→ +∞. Òîãäà [xn] 6 xn < [xn] + 1, [xn]→ +∞ ïðè n→ +∞ ([xn] � öåëàÿ ÷àñòü xn).
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî [xn] > 0. Çíà÷èò,

1 +
1

[xn] + 1
6 1 +

1

xn
6 1 +

1

[xn]

è (
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]

6

(
1 +

1

xn

)xn
6

(
1 +

1

[xn]

)[xn]+1

.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî lim
n→+∞

(
1 +

1

[xn]

)[xn]

= e ïðè ëþáîì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ε > 0. Ìû çíàåì, ÷òî lim
k→+∞

(
1 +

1

k

)k
= e. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òà-

êîé íîìåð K = K(ε), ÷òî

∣∣∣∣∣
(
1 +

1

k

)k
− e

∣∣∣∣∣ < ε ïðè âñåõ k > K. Òàê êàê xn → +∞ ïðè

n → +∞, òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî [xn] > K âûïîëíÿ-

åòñÿ ïðè âñåõ n > N . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∣∣∣∣∣
(
1 +

1

[xn]

)[xn]

− e

∣∣∣∣∣ < ε ïðè âñåõ n > N , òî åñòü

÷òî

(
1 +

1

[xn]

)[xn]

→ e ïðè n→ +∞. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
n→+∞

(
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]

= lim
n→+∞

(
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]+1

· lim
n→+∞

(
1 +

1

[xn] + 1

)−1
= e · 1 = e,

lim
n→+∞

(
1 +

1

[xn]

)[xn]+1

= lim
n→+∞

(
1 +

1

[xn]

)[xn]

· lim
n→+∞

(
1 +

1

[xn]

)
= e · 1 = e,

ñëåäîâàòåëüíî (ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé),

lim
n→+∞

(
1 +

1

xn

)xn
= e.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî Ãåéíå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

2) Ïóñòü òåïåðü x ñòðåìèòñÿ ê −∞. Òîãäà

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

x→−∞

(
x+ 1

x

)x
= lim

x→−∞

(
x

x+ 1

)−x
= lim

x→−∞

(
1 +

1

−x− 1

)−x
=

= {t = −x− 1} = lim
t→+∞

(
1 +

1

t

)t+1

= lim
t→+∞

(
1 +

1

t

)t
· lim
t→+∞

(
1 +

1

t

)
= e · 1 = e.
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3) Íàêîíåö,

lim
x→±0

(1 + x)1/x = {t = 1/x} = lim
t→±∞

(
1 +

1

t

)t
= e.

Ñëåäñòâèå.
sinx ∼ x, ln(1 + x) ∼ x, ex − 1 ∼ x, x→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî f(x) ∼ g(x) ïðè x→ 0, åñëè lim
x→0

f(x)

g(x)
= 1.

Ïåðâàÿ èç ýêâèâàëåíòíîñòåé óæå äîêàçàíà (ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). Ðàññìîò-
ðèì âòîðóþ:

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0

(
ln(1 + x)1/x

)
= ln lim

x→0
(1 + x)1/x = ln e = 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

lim
x→0

ex − 1

x
= {t = ex − 1} = lim

t→0

t

ln(t+ 1)
= e.

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå A,
åñëè äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
òî÷åê x′, x′′ ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðûõ âåðíî íåðàâåíñòâî |x′−x′′| < δ, áóäåò âûïîëíåíî:
|f(x′)− f(x′′)| < ε.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå A, òî îíà
íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ A: ïîëîæèì â îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
x′′ = x0, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè x′ ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðîé âåðíî íåðàâåíñòâî |x′ − x0| < δ, áóäåò
âûïîëíåíî: |f(x′)−f(x0)| < ε. Ýòî â òî÷íîñòè îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x)
â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 5. (Êàíòîð). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b], òî îíà ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíà íà íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) íåïðåðûâíà, íî íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà
ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî
δ > 0 áóäåò ñóùåñòâîâàòü ïàðà òî÷åê x′, x′′ ∈ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x′−x′′| < δ,

äëÿ êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |f(x′) − f(x′′)| > ε. Îáîçíà÷èì δn =
1

n
äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
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íàòóðàëüíîãî n áóäåò ñóùåñòâîâàòü ïàðà òî÷åê x′n, x
′′
n ∈ [a, b] òàêèõ, ÷òî |x′n − x′′n| <

1

n
, íî

|f(x′n)− f(x′′n)| > ε.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n}. Îíà îãðàíè÷åíà (òàê êàê a 6 x′n 6 b ∀n ∈ N),
ñëåäîâàòåëüíî, èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′kn}. Ïóñòü
lim

n→+∞
x′kn = ξ, òîãäà ξ ∈ [a, b]. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′′kn} ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {x′′n}. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x′kn − x′′kn| <
1

kn
, òî ïîëó÷àåì, ÷òî lim

n→+∞
x′′kn = ξ. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â

òî÷êå ξ, òî lim
n→+∞

f(x′kn) = f(ξ), lim
n→+∞

f(x′′kn) = f(ξ). Íî ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé {x′n}, {x′′n} äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî: |f(x′kn)− f(x
′′
kn
)| > ε, ãäå ε � íåêîòîðîå

ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî,
è ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ñåãìåíòå [a, b].

Ïðèìåð 1. 1) Ôóíêöèÿ y = lnx íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå
(0, 1), òàê êàê ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε = ln 2 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

íàéäóòñÿ òî÷êè x′n =
1

n
, x′′n =

2

n
, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ |x′n − x′′n| =

1

n
, äëÿ êîòîðûõ

áóäåò âûïîëíåíî:

| lnx′n − lnx′′n| =
∣∣∣∣ln 1

n
− ln

2

n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ln 1

2

∣∣∣∣ = ln 2 = ε.

2) Ôóíêöèÿ y = x2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
[1,+∞), òàê êàê ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε = 2 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n íàéäóòñÿ òî÷êè x′n = n +
1

n
, x′′n = n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ |x′n − x′′n| =

1

n
, äëÿ

êîòîðûõ áóäåò âûïîëíåíî:

∣∣(x′n)2 − (x′′n)
2
∣∣ = ∣∣∣∣(n+

1

n
− n

)(
n+

1

n
+ n

)∣∣∣∣ = 1

n

(
2n+

1

n

)
>

1

n
· 2n = 2 = ε.

Óïðàæíåíèå 1. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé, îãðàíè÷åííîé, íî íå ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé íà 1) èíòåðâàëå (0, 1); 2) ïîëóîñè [1,+∞).
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